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UNIDADES TEMATICAS

1. Unidad Temaética Il.- Geometria Analitica

2. Horas Précticas 5

3. Horas Teodricas 11

4. Horas Totales 16

5. Objetivo

El alumno resolvera problemas de rectas y cénicas en el plano cartesiano para

contribuir a la interpretacion y solucion de problemas de su entorno.

|1. La recta en el sistema cartesiano |

1.1.Elementos y caracteristicas de un plano cartesiano.
El plano cartesiano esta determinado por dos rectas perpendiculares a las que se
les llama eje de coordenadas.
La recta horizontal se llama eje de las equis 0 eje de las abscisas y la recta vertical
ejes de lay o eje de las ordenadas.
Cada uno de estos ejes es una recta numérica, en el eje X los positivos estan a la
derecha del cero mientras en el eje de la Y los positivos se encuentran en la parte

superior. El punto de corte de los ejes se llama origen.

MANUAL DEL PROFESOR Pagina 1



FUNCIONES
UNIVERSIDAD TECNOLOGICA DE NOGALES BY/AIS /N7

LAS PARTES Y EL USO DEL PLANO CARTESIANO

PARTES DEL PLANO CARTESIANO

El plano cartesiano esta formado por dos rectas numéricas perpendiculares. La
recta horizontal se llama EJE DE LAS ABSISAS o (x), y la vertical EJE DE LAS
ORDENADAS O (Y) ; él punto donde se cortan se llama ORIGEN. EIl plano
cartesiano se divide en cuatro partes a las que se le llama Cuadrante que se

enumeran comenzando desde de la parte superior derecha hacia la izquierda.

MANUAL DEL PROFESOR Pagina 2



FUNCIONES
UNIVERSIDAD TECNOLOGICA DE NOGALES BY/AIS /N7

Plano Carfesianoe

Eje ¥
Ordenadas
r'y

2.° Cuadrante § 1¥ Cuadrante

(-x, v x, v

y LieX

e Abscisas

- {3, -l
Origen — fx, vl b

(Cruce de gjes)

3¥ Cupadrante | 4°. Cuadrante

http://psiguebasica.blogspot.com/

EL USO DEL PLANO CARTESIANO
Para localizar puntos en el plano cartesiano se debe llevar a cabo el siguiente

procedimiento:

* Para localizar la abscisa o valor de x, se cuentan las unidades correspondientes
hacia la derecha si son positivas o hacia a izquierda si son negativas, a partir del

punto de origen, en este caso el cero.

* Desde donde se localiza el valor de x, se cuentan las unidades correspondientes
hacia arriba si son positivas o hacia abajo, si son negativas y de esta forma se

localiza cualquier punto dadas sus coordenadas.
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El plano cartesiano tiene como finalidad describir la posicién de puntos o lugares
geométricos los cuales, se representan por sus coordenadas o pares de
coordenadas.

1.2.Conceptos.

1.2.1. Punto. - En geometria, el punto es uno de los entes fundamentales,
junto con la recta y el plano. Son considerados conceptos primarios, es
decir, que solo es posible describirlos en relacién con otros elementos
similares o parecidos. Se suelen describir apoyandose en los
postulados caracteristicos, que determinan las relaciones entre los
entes geométricos fundamentales. El punto es una figura geométrica
sin dimensién, tampoco tiene longitud, area, volumen, ni otro angulo
dimensional. No es un objeto fisico. Describe una posicion en el
espacio, determinada respecto de un sistema de coordenadas

preestablecidas. Un punto puede determinarse con diversos sistemas
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de referencia, En el sistema de coordenadas cartesianas que es el que
nos compete, se determina mediante las distancias ortogonales a los
ejes principales, que se indican con dos letras o numeros: (X, y) en el

plano; y con tres en el espacio (X, Y, z).

1.2.2. Recta. - En geometria euclidiana, la recta o la linea recta se extiende
en una misma direccién por tanto tiene una sola dimension y contiene
infinitos puntos; se puede considerar que estd compuesta de infinitos
segmentos. Dicha recta también se puede describir como una sucesion
continua e indefinida de puntos extendidos en una sola dimensién, es
decir, no posee principio ni fin. Es uno de los entes geométricos
fundamentales, junto al punto y el plano. Son considerados conceptos
aprioristicos ya que su definicion solo es posible a partir de la
descripcion de las caracteristicas de otros elementos similares. Un
ejemplo de las dificultades de la definicion de la recta a partir de puntos
es la llamada paradoja de Zenon de la dicotomia que ilustraba la
desaparicion de la recta al dividirla en puntos. Asi, es posible elaborar
definiciones basandose en los postulados caracteristicos que
determinan relaciones entre los entes fundamentales. Las rectas se
suelen denominar con una letra mindscula. En geometria analitica las
lineas rectas pueden ser expresadas mediante una ecuacion del tipo y
= m X + b, donde X, y son variables en un plano cartesiano. En dicha
expresibn m es denominada la "pendiente de la recta" y esta
relacionada con la inclinacion que toma la recta respecto a un par de
ejes que definen el plano. Mientras que b es el denominado "término
independiente” u "ordenada al origen" y es el valor del punto en el cual

la recta corta al eje vertical en el plano.

MANUAL DEL PROFESOR Pagina 5



FUNCIONES
UNIVERSIDAD TECNOLOGICA DE NOGALES BY/AIS /N7

Representacion de un segmento de recta.

Definicibn geométrica de la recta: La recta es el lugar geométrico de los puntos
tales que, tomados dos cualesquiera del lugar geométrico, el valor de la pendiente

siempre resulta constante.

Definicion analitica de la recta: Una recta viene a ser la unién de un vector dado

entre dos puntos que siguen la misma direccion del vector original unitario.

1.2.3. Distancia entre dos puntos. - Es la trayectoria descrita por una linea
de un punto A hacia un punto B, donde la linea mas recta entre los dos

puntos sera la distancia mas corta entre ellos.
Ejemplo: La distancia entre los puntos (-4,0) y (5,0) es 4 + 5 = 9 unidades.

Cuando los puntos se encuentran ubicados sobre el eje y 0 en una recta paralela a
este eje, la distancia entre los puntos corresponde al valor absoluto de la

diferencia de sus ordenadas.

Ahora si los puntos se encuentran en cualquier lugar del sistema de coordenadas,

la distancia queda determinada por la relacién:

d =i, — 2+, - 3 )

Para demostrar esta relacion se deben ubicar los puntos A (x1, y1) y B(x2, y2) en el
sistema de coordenadas, luego formar un triAngulo rectangulo de hipotenusa AB y

emplear el teorema de Pitagoras.
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Ejemplo: Calcula la distancia entre los puntos A (7,5) y B (4,1)

d = 4= +(1-57

d = (=3 +(-4)*
d = 9+16

d =25

d = 5 unidades
1.2.4. Punto medio de un segmento de recta. - Punto medio o punto
equidistante, en matematica, es el punto que se encuentra a la misma
distancia de cualquiera de los extremos. Si es un segmento acotado, el
punto medio es el que lo divide en dos partes iguales. En ese caso, el
punto medio es Unico y equidista de los extremos del segmento.

Coordenadas cartesianas.

Dado un segmento, cuyos extremos tienen por coordenadas:
(Ila yl).‘ (IE! y?)
el punto medio tendré por coordenadas:

(iﬁ + T2 Y1+ yz)

2 2
Nota: La férmula es facil de retener en la memoria si la verbalizamos de la

siguiente manera: "coordenadas del punto medio, promedio de coordenadas”

1.2.5. Division de un segmento de recta en una razon dada. - Dividir un

segmento dirigido en una razon dada significa segmentarlo en partes
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de forma tal que se encuentren las coordenadas de un punto P(x,y)

gue satisface la comparacion entre dos magnitudes.

En general, si la razon es de la forma r = %, implica que el segmento se divide en

a + b partes. Por ejemplo, sir = %, el segmento se divide en 11 partes iguales.

Sean los puntos P, (x4,v41), P,(x,,y,) asi como el segmento de recta que los une:
y

P: “‘X' ."-’

Y=y

"|“p_|'..

x

Sea un punto P(x,y) que pertenezca al segmento. Si se forman los tridngulos

mostrados, se observa que son semejantes. Esto es:

Donde r es la razon de proporcionalidad de semejanza.

Si se despeja x de la primera ecuacion se tiene:

X —X; =1(X, —X)

X — Xy =TIXp; —IX

MANUAL DEL PROFESOR Pagina 8



FUNCIONES
UNIVERSIDAD TECNOLOGICA DE NOGALES BY/AIS /N7

X+ T1X = X; +IX,
X(1+71) =%, +1X,

X, +1X,
X =—-
1+r

Analogamente se puede encontrar que:

=Y1+FY2
1+r

Expresiones que sirven para obtener las coordenadas de un punto que divide a un

segmento en una razén dada.

. . 1
En el caso particular en que se trate del punto medio, r vale r =c= 1,y las

ecuaciones se convierten en:

_ X1tXp _Yity2
X=- y vy= 2
CONCLUSION

Conr = 0, el punto P(x,y) se ubica en P;. A medida que r va creciendo P(x,y) se
desplaza hacia P,. En su punto medio r vale 1. Cuando r es negativa, el punto se
ubica en su prolongacién hacia abajo alejandose hasta que llega a r = -1 donde es

infinito y cambia de sentido. Al seguir decreciendo, tiende a P,.
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1.2.6. Distancia de un punto a una recta. — La distancia de un punto a
una recta es la longitud del segmento perpendicular a la

recta, trazada desde el punto.
dip, r) =|ﬁ=f|

|A-p,+8-p, +C]
VA +B?

diP,r)=

Ejemplo

Calcula la distancia del punto P (2,- 1) a la recta r de ecuacion 3 X

+4y=0.

3-2+4.(-1)| 2

dip, r)= NCRYT -

1.2.7. Angulo entre dos rectas. - Se llama angulo de dos rectas al menor

de los angulos que forman éstas. Se pueden obtener a partir de:

Rectas paralelas al eje OY

tg =M
1+m, -m,
P
N ¢
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1.2.8. Pendiente de una recta. - En matematicas y ciencias aplicadas se
denomina pendiente a la inclinacion de un elemento ideal, natural o
constructivo respecto de la horizontal. En geometria analitica, puede
referirse a la pendiente de la ecuacién de una recta (o coeficiente
angular) como caso particular de la tangente a una curva, en cuyo
caso representa la derivada de la funcién en el punto considerado, y es
un parametro relevante, por ejemplo, en el trazado altimétrico de

carreteras, vias férreas o canales.

Pendiente de una carretera.

La pendiente de una recta en un sistema de representacion rectangular (de un
plano cartesiano), suele estar representada por la letra 11, y esta definida como la
diferencia en el eje Y dividido por la diferencia en el eje X para dos puntos distintos
en una recta. En la siguiente ecuacion se describe:

o DY Y2

Ar  x,—14

Geometria

Una recta horizontal tiene pendiente igual a O (cero). Cuanto menor sea el valor de
la pendiente, menor inclinacién tendra la recta; por ejemplo, una recta que se
eleve un angulo de 45° con respecto al eje X tiene una pendiente m = +1, y una
recta que caiga 30° tiene pendiente m = -0,5. La pendiente de una recta vertical no

esta definida, o se dice que es infinita.
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El angulo 8 que una recta forma con el eje horizontal esta relacionado con la

pendiente m por medio de la siguiente relacion trigonométrica:

m = tan
0 equivalentemente:
f = arctan m

Dos 0 mas rectas son paralelas si ambas poseen la misma pendiente, o si ambas
son verticales y por ende no tienen pendiente definida; dos o0 mas rectas son
perpendiculares (forman un angulo recto entre ellas) si el producto de sus
pendientes es igual a -1.

A (22,10) ¢
._'I"n.l'f .n'_ll"-' - -5_|'l
_.f"—.:'-H
ry, ) ——
f'":..{}
L >
FAY
m = _y e tan(ﬁ')
Pendiente: Ax

1.3.Las formas de la ecuacién de la recta.
1.3.1. Formula general
A toda recta “L” del plano cartesiano esta asociada al menos una ecuacion de la
forma:

ax+by+c=0
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En donde a, b y ¢ son numeros reales; a y b son diferentes de cero y (X, y)
representa un punto genérico de “L”.
1.3.2. Férmula reducida (pendiente-ordenada).
Si despejamos “y” dela férmula general obtenemos:
ax+by+c=0
by =—ax—c

Cc . .
5 =b (Aquib es otra constante representa la ordenada al origen)

Inicia extracto del libro “Calculo diferencial para cursos con enfoque por
competencias de Jorge Gil, editorial Pearson.”

La funcion lineal es aquella de la forma y=mx+b su_dominio_e imagen son

todos los valores es decir no tiene restriccion alguna. Para graficarla sélo se

necesitan dos puntos y podemos recurrir a una de las siguientes alternativas,
grafica 2.9y 2.10.
A. Ya que su grafica es una linea recta podemos asignar dos valores a “X” y
unirlos mediante una linea recta.

B. El otro caso es interceptar la recta con los ejes, ejemplo: S S Y 03)
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y =-5x+3
haciendo la x=0 tenemos que
y=-5(0)+3=3

La gréfica se intersecta con el eje "y" en (0,3)
haciendo la y=0 tenemos que

0=-5x+3 P2 (£,0)
-3 =-5X ST

3 3 N
X=—=—

5 5

La gréfica se intersecta con el eje "x" en (g ,0)

Grafica 2.9
Aqui b=3, que es la interseccion con el eje “y” o sea 3 unidades hacia

arriba, m= -5 por lo tanto:

m_yz_ylzﬂ:__S

_xz—x1 Ax 1

Por lo tanto recorre -5 unidades hacia abajo en el eje “y” y una unidad hacia la

derecha en “x”.

Ejemplo 2:
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Grafica 2.10
Este (grafica 2.10) es otro ejemplo funcién lineal la linea roja corresponde a

iy . L 1
la funcion y=x+3 y la linea azul corresponde a la funcion y=§x+3. La

razén de que la segunda funcién este mas empinada es la siguiente, el

coeficiente de la x representa la pendiente que como recordaras la

pendiente es igual a m:u, por lo tanto si el denominador es mas
X, —

grande que el numerador significard que la grafica recorrera mas unidades
de “X” y menos de “Y”. El signo positivo o negativo indica si la grafica crece
a la derecha o a la izquierda.

Finaliza extracto del libro “Calculo diferencial para cursos con enfoque por

competencias de Jorge Gil, editorial Pearson.”

Ejemplo:
p
3
2
1
............ e ..__1__... e ———————— x
41 () 1 2 3
2
m= - = 2
1
b=1

Porlotantoy = 2x + 1

1.3.3. Ecuacioén simétrica
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Consideremos una recta L que intercepta a los ejes cartesianos en los puntos

Q(0, )y P(p, 0), distintos. Y
L Q(0, q)
I
O Pip, O}q\‘“ X
oy o1
Laecuacion de estarectaes: |0 g 1|=0 = qgx+py -pg=0 = gx+py =pq.
p 01

De donde:

=R
+4
o =
n
-

a ésta se le conoce como: “Ecuacion simétrica de la recta” 6 Abscisa -

ordenada en el origen.

1.4.Proceso para obtener la ecuacion de la recta.
1.4.1. Encontrar la ecuacion de la recta que pasa por dos puntos:
Si tenemos dos puntos es mas que suficiente para encontrar la ecuacion de la

recta usando la férmula:

R, Y1) Pi(x,Y,)

S Vi 1
X; =X

Con esa férmula encontramos m, o sea la pendiente, y para encontrar b usamos

cualquiera de los puntos.

Y, =mx, + b

Y ya que conocemos m y un punto despejamos b, y con eso obtenemos la

ordenada al origen.

Ejemplo:
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PR3 P(56)

[op}

-3

mZY2_Y1:

X, =X

3
4

ol
=

3
=—X+Db
y 4

Usamos cualquier punto y sustituimos:
3

3=—(1)+Db
~()

p-3-3-2
4 4

=3y 2
T4 4

1.4.2. Obtener la ecuacion de la recta que pasa por un punto y la pendiente

es similar, e incluso més facil. Si continuamos con el ejemplo de arriba
tenemos que:

3
R m=

y=mx+b
Sustituimos los valores:

3
3=—(1)+b
2@

1.4.3. Pendiente-ordenada al origen:

Rematamos con el mismo ejemplo para obtener:
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Ya tenemos la ecuacién de la formula ahora podemos obtener cualquier punto.
Si queremos obtener el valor de "y" en x=1, simplemente sustituimos en la formula:
3 9

=21)+>=3
y=30+g

Y en x=5, "y" vale:

Ejercicios para obtener la ecuacion general de la recta dados un punto y la pendiente
Recuerde que la férmula inicial es y —y1 = m(X — X1)

1.m=-1; punto (-2, 3)

y—3=-1(x+2)
y—-3= Xx-2
X+y-1=0

2. m = 2; punto (-3/2, -1)

y+1=2(x+3/2)
y+1=2x+3
-2X+y-2=0
2x-y+2=0

3. m=0; punto (-3, 0)

y—0=0(x+3)
y=0

4. m=—4; punto (2/3, -2)
y+2=-4(x-2/3)

y+2=-4x+8/3
y+2-4x-8/3=0
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y—2/3-4x=0
4x -y +2/3=0

5. m =-2/5; punto (1,4)

6. m = 3/4; punto (2,5, -3)
y + 3 =%(X - 2,5)

y + 3 =3/4x - 15/8
y+3-3/4x +15/8 =0
y+39/8-3/4x=0

3/4x —y—-39/8=0

7. m =ind; punto (0,5)

8. m =0; punto (-4, 1/2)

y-Y%2=(x+4)

y—-%-x-4=0

y—9/2-x=0

X-y+9/2=0

Ejercicios para obtener la ecuacion general de la recta dados los puntos.

1.- P1(-1,-2) y P2 (4,8)

2.-P1(-2,4)y P2 (-1,-5)

3.- P1(3,0)y P2 (-7,-4)

4.-P1(1,2)y P2 (6,10)
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5.- P1(-5,3) y P2 (-6,-8)

6.- P1(6,2) y P2 (9,5)

7.-P1(2,2)yP2(4,4)

8.- P1 (2, %) y P2 (-2,8)

9.- P1(10,2) y P2 (-3,1)

Ejercicios para obtener la ecuacién general de la recta dada la pendiente y la
ordenada al origen

1.- m=-Y%, b=-3
2.- m= ¥, b=6
3.-m=-2, b=9
4.-m=0.11, b=-2

5.-m=1, b=1

I 2. Conicas.

2.1.Conceptos de conicas y lugar geométrico.

Se denomina seccion coénica (o simplemente coénica) a todas las curvas
resultantes de las diferentes intersecciones entre un cono y un plano; si dicho
plano no pasa por el vértice, se obtienen las conicas propiamente dichas. Se

clasifican en cuatro tipos: elipse, parabola, hipérbola y circunferencia.
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Perspectiva de las secciones L
conicas.

22

Los cuatro ejemplos de interseccién &
de un plano con un cono: parabola (1),
elipse y circunferencia (2) e hiperbola | as cuatro secciones conicas en el 5
3)- plano.

Lugar geométrico

Un lugar geométrico es un conjunto de puntos que satisfacen determinadas
condiciones o propiedades geométricas.

La propiedad geométrica que define el lugar geométrico, tiene que traducirse a

lenguaje algebraico de ecuaciones.

2.2.Definir los conceptos y elementos de circunferencia, parabola, elipse e

hipérbola.
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Circunferencia: es una curva plana y cerrada donde todos sus puntos estan a igual

distancia del centro.

Elementos de la circunferencia.

La circunferencia es una linea curva cerrada y plana, cuyos puntos estan todos
a la misma distancia del centro.

Los elementos de la circunferencia son los siguientes:

Semicircunferencia

@ Centro. Es el punto equidistante de todos los puntos
de la circunferencia.

® Radio. Es un segmento que une el centro
con un punto de la circunferencia.

® Cuerda. Es un segmento que une dos puntos
de la circunferencia.

® Diametro. Es una cuerda que pasa por el centro.
Su longitud es el doble de la longitud de un radio.

@ Arco. Es la parte de la circunferencia comprendida entre dos puntos.

® Semicircunferencia. Es un arco igual a la mitad de la circunferencia.

Para construir una circunferencia es indispensable el compas, tener el centro y el
radio de esta. El primer paso es tomar el compas y colocar la punta en el centro,
continuo hay que abrirlo de acuerdo al radio elegido y finalmente hay que hacer un

giro circular de modo que quede la circunferencia terminada.

Parabola: es la seccidén conica resultante de cortar un cono recto con un plano
cuyo angulo de inclinacién respecto al eje de revolucién del cono sea igual al

presentado por su generatriz.

Elementos de la parabola.

astoitag
",

o
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PARABOLA

o Elementos de |a parabola:

Foco: es el punto fijo F.
Directriz: es la recta fija D.
Parametro: es la distancia del foco
a la directriz, se designa por la letra

p.
Eje: es la recta perpendicular a la g
directriz que pasa por el foco. \_/
Vértice: es el punto de -
interseccion de la parabola con su -

eje.

Lado recto: es el segmento de
recta comprendido por la parabola,
que pasa por el foco y es paralelo a
la directriz.

La parabola se construye por la relacién que existe entre sus puntos, un punto fijo
llamado foco -'F'- y una recta llamada directriz -'d'-. La recta que pasa por 'F'y es
perpendicular a la directriz es el eje de la pardbola y su eje de simetria. El punto

de corte de la parabola con su eje es el vértice.

Elipse: es el lugar geométrico de todos los puntos de un plano, tales que la suma

de las distancias a otros dos puntos fijos llamados focos es constante.

Elementos de la elipse:
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Focos: Son los puntos fijos F1y F2.

Eje focal: Es la recta que pasa por los focos.

Eje secundario: Es la mediatriz del segmento F1F2.
Centros: Es el punto de interseccion de los ejes.

Radios vectores: Son los segmentos que van desde un punto de la elipse a los
focos, PF1y PF2.

Distancia focal: Es el segmento F1F2 de longitud 2c, ¢ es el valor de la semi-

distancia focal.

Vértice: Son los puntos de interseccion de la elipse con los ejes: V1, V2, B1, B2.
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JLie Ma yor.9 "

“—n
Foco Centro  Fyeo

Vertice Vertice

[:1/' Menor

Para construir una elipse hay varios métodos, pero uno de los mas conocidos y
mas sencillos es el método del jardinero. Se fijan dos puntos (que pueden ser dos
chinchetas en un carton) F y F". (La distancia entre F y F" la llamaremos 2c) Se
coge un hilo de longitud fija 2a y se unen los extremos con las chinchetas.
Manteniendo el hilo tenso con un lapiz se puede dibujar una curva deslizando el

hilo sobre el cartén. Esta curva cerrada es una elipse.

Hipérbola: es una seccion conica, una curva abierta de dos ramas obtenida
cortando un cono recto por un plano oblicuo al eje de simetria, y con angulo menor

gue el de la generatriz respecto del eje de revolucion.
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Elementos de la hipérbola

* SON LOS MISMOS DE LA ELIPSE.

* Un CENTROC(0,0)

* Dos FOCOSF(%c,0)

* Dos VERTICES V(%a,0) Observe que (a<c)

* Laelipse es el conjunto de puntos P tales que

d(F1,P) -d(P,F2) = *2a (la elipse es suma, y la hipérbola es resta)

} ¥
Eje conjugado
h
Asintotas____ e o
T —— __ Veértices
\ W0, b _.ﬂ‘"__::'-/"-
5. ; ?’A” 0 _Eje transversal
P \! .
Otros elementos:
. W'N
Eje transversal: a ,
FrOCOS
Eje conjugado: b
b2=c2-a2 Centro

MANUAL DEL PROFESOR Pagina 26


https://www.google.com.mx/url?sa=i&rct=j&q=&esrc=s&source=imgres&cd=&cad=rja&uact=8&ved=0ahUKEwjGh8bFm_vKAhUH62MKHZsLBgwQjRwIBw&url=http://es.slideshare.net/maralfred/las-conicas-5538394&psig=AFQjCNEl6grdAjy7Wg7TTjVZosFvRl9jlA&ust=1455675389525061

FUNCIONES

UNIVERSIDAD TECNOLOGICA DE NOGALES RV/AYI=Y/VAg[e7:\S

+ Focos

Son los puntos fijos F y F
+ Eje focal

Es la recta que pasa por los focos
+ Eje secundario o imaginario

Es la mediatnz del segmento FF'
« Centro
Es el punto de intersaccidn de los ejes
o Vértices
Los puntos A y A’ son los puntos de interseccidn de la hipérbola con el gje focal
Los puntos B y B’ se cbtienen como interseccion del eje imaginano con la circunferencia
que tiena por centro uno de los vértices y de radio ¢
+ Radios vectores
Son los segmentos que van desde un punto de la hipérbola a los focos PF y PF
+ Distancia focal

Es o segmento FF’ de longitud 2¢

+ Eje mayor

Es el segmento AA’ de longitud 2a

+ Eje menor

Es el sagmento BB’ 44 longitud 2b

+ Ejes de simetria
Son fas rectas que contienen al eje real o al eje imaginario

+ Asintotas
Son las rectas de ecuaciones

b b
Yy=-—=X, y=—X
a a

+ Relacion entre los semiejes

c=-a +b?

Construir una hipérbola: En la hipérbola se fijjan dos puntos F y F (que
llamaremos Focos) y se elige una regla de longitud L, mayor que la distancia FF’.
Se Toma un hilo de longitud H, tal que L-H se menor que FF", se fija un extremo
del hilo en el extremo T de la regla, y el otro extremo del hilo se fija se une a uno
de los focos por ejemplo F. El extremo libre de la regla se apoya sobre el otro foco
F. Cogemos un lapiz P y tensando el hilo llevamos el lapiz junto a la regla.
Deslizamos el lapiz sobre la regla manteniendo el hilo tenso, al desplazar el lapiz
sobre la regla esta girara. De esta forma se traza una rama de la hipérbola. Para

trazar la otra rama se apoya la regla en el otro foco y se hace lo mismo.

2.3.Proceso de obtencion de las ecuaciones de circunferencia, parabola, elipse
e hipérbola.
2.4.Explicar las formas de ecuaciones:

2.4.1. Circunferencia

astoitag
",

o
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Comun

x> +yi=r?
Canonica
(x—h)2+(y—k2):r2
General

x2+y2+Dx+Ey +F=0

(x-hF +(yv -k} =r*; desarrollando
%x* -2xh+h*+vy?* -2yk+k? =r*; ordenando
¥ +y® -2xh 2yk+h? +k* -r* =0; agrupando
X +y +t'-2?s}>:+(-21' y+(h*+k? -r*)=0; renombrando

N—— | W
D E F

% +y* +Dx +Ey +F =0

Ejemplo:
Hallar la ecuacion general de la circunferencia con centro C(2;6) y radior =4
(x-2)2+ (y-6)2=42
X2 - 2(2X) + 22 + y2 - 2(6y) + 62 = 42
X2-4Xx+4 +y2-12y + 36 = 16
X2 +y2-4x-12y +4 + 36 - 16 =0
X2 +y2-4x-12y + 24 =0
D=-4,E=-12,F=+24

Observaciones:

Dada la ecuacion de la circunferencia x2 + y2 + Dx + Ey + F = 0 se cumple que:
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T

eElcentroes: C= (—

._E)
" o

. D? E2
Elradioes: r=.—+—-F*
. | 1273

Ejercicios:

Hallar la ecuacion general de la circunferencia y graficarla dados los siguientes
datos:

1) P (-3,4), r=3
2) P(2,-5), r=4
3) P(-1,4),r=2
4) P(1,7),r=6
5) P(-4,2),r=1

2.4.2. Parabola

Canoénica
(x =h)?=-4p (y - k)

General

La ecuacion general de la pardbola con el eje vertical:
y=ax’+bx+c

La ecuacion general de la parabola con el eje horizontal:
x=ay’+by+c

Donde a # 0, y b y ¢ son dos numeros reales.
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£
Orientacion’ | Grifica TRacin. £ £ % LR
E a
35 &
(y=k) = 4pls— )
: |3 2l =
B A, I <
N + -~ ]
= & = Il ()
= § - ‘l. i
z 5 (v=k) =-4p(x-h)
=2 i 'K
3
Il
g
]
£ 2
E . (:r—h) =4p(y—k)
I3 -~
2 _, ,
= % I )
z LG [
° - ] *
- o
2 : Al
. (x—h)' =-ap(y k)|
Ecuacion General de la Parabola
Parabola Vertical Parabola Horizownial
(x-hf =4ply-k) (v—kP =4plx-&)
¥ =2+ B = 4py —4pk ¥ -2y + k' =4 px—4ph
x* -2l —dpr+ R+ Adpk =10 Vi—dpr—2ip+ K+ 4ph=10
A D E F i I E F
|4x* + Dx + Bv + 7 = 0 |cv? + Dx + By + F = 0
Ejemplo |

Una parabola tiene vértice en el punto (-4, 2), y su directriz es y = 5, encuentre

Su ecuacion y exprésela en la forma general.
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Desarrollo

Analizando las coordenadas del vértice y la posicidon de la directriz, se puede

concluir que:

a) La directriz es paralela al eje de las abscisas, por lo tanto, la posicion de la

parabola es vertical.

b) La directriz corta al eje de las ordenadas en un valor (5) mayor que la ordenada
del vértice (2), por lo tanto, la parabola se abre hacia abajo (sentido negativo del

eje de las Y).
c) Las coordenadas del vértice no corresponden con las del origen.

d) Dado lo anterior, se trata entonces de una parabola cuya ecuacion ordinaria o

canonica es del tipo:

(x —h)?=-4p (y - k)

De las coordenadas del vértice se obtiene:

Se obtiene p por diferencia entre las ordenadas del vértice y de la directriz,

resultando:
p=5-2
p=3

Sustituyendo valores en la ecuacién ordinaria, resulta:
(x —h)2=—4p(y - k)
(X = (-4))*=-4(3) (y — (+2))

(x + 42 = <12(y - 2)

joies g,
o oy,

;"‘".ﬁ ’:%
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(X +4)>==-12y + 24

Desarrollando el binomio al cuadrado

(X+4) (x+4)=x>+8x+16

X2+ 8x + 16 +12y — 24

Simplificando e igualando a cero la ecuacion se tiene:
X2+8x +16+ 12y —-24=0

X?+8x+12y-8=0

Que es la ecuacioén buscada.

Ejemplo 1l
Dada la ecuacion de la parabola
y2+8y—-6x+4=0,

encuentre las coordenadas del vértice y del foco, asi como la ecuacién de su

directriz.

Una forma de obtener los elementos solicitados consiste en reducir la

ecuacion general anterior llevandola a la forma ordinaria o candnica.

Como primer paso, se separan a diferentes miembros la variable al cuadrado (y?)

y la variable lineal (6x) junto con el término independiente (—4)
y?+ 8y =6x -4

Con la intencion de factorizar se procede a la adicion (en ambos miembros de la
ecuacion) de un término adecuado para que se complete el trinomio cuadrado

perfecto:
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En este caso ese numero es 16, que se obtiene dividiendo a la mitad el valor

numeérico del factor lineal (el 8 de 8y) y el resultado elevado al cuadrado:
8/2=4 y 42=16 (8 dividido 2 esigual a 4y 4 al cuadrado es 16)

Y 16 lo sumamos a ambos lados de la ecuacion:

y?+8y+16=6x—-4+16

Simplificando:

y2+8y + 16 =6x + 12

Factorizando resulta:

El trinomio cuadrado y? + 8y + 16 que se convierte en cuadrado de binomio (y
+ 4)?

y?+8y +16 = (y +4)?

Y el segundo miembro queda

6Xx +12 = 6(x + 2)

Entonces, la ecuacion queda asi:
(y +4)=6(x+2)

Que es la ecuacion ordinaria de una parabola con vértice fuera del origen,
horizontal, y que se abre hacia la derecha, en el sentido positivo del eje de las

abscisas, segun lo visto anteriormente.

(y —k)?>=4p(x —h)

Con lo cual se puede determinar que:
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Por lo tanto, el vértice tiene las coordenadas V (-2, —4)
Ademas:

Sid4p =6

Entonces

p=6/4 =32

Considerando la orientacion ya sefialada de la parabola y el valor de p, es posible
determinar la posicion del foco, ya que éste estara alineado a la derecha del

vértice a una distancia p desde h, y con la misma ordenada k, resultando:
F(h + p, k)

F(-2 + 3/2, -4)

F(-1/2, -4)

La ecuacion de la directriz se obtienede x—h +p =0

Resultando:
X=(=2)+(3/2)=0
X+4/2+3/2=0
Xx+7/2=0
=-7/2
Ejemplo 1l
Veamos otro ejemplo, tenemos la ecuacién desarrollada

3x%2 —4x -6y +8=0

Siempre que una variable esta elevada al cuadrado se trata de una parabola.
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Para determinar si corresponde a una parabola, debe semejarse a:

(x = h)? = 4p(y - k)

gue es la ecuacion de una parabola de eje vertical, abierta hacia arriba.

Para llevar la ecuacién desarrollada a la forma (x —h)? =4 p (y — k) usaremos el

método de completar el trinomio, para llevarlo a cuadrado perfecto:
3x?2—-4x -6y +8=0
Empezamos separando las variables en cada miembro :

Pasar los términos sin "x" al lado derecho de la ecuacion
3x2—-4x =6y -8

dividir toda la ecuacion por el coeficiente de la variable cuadratica, en este caso es

3, para quedar

X?—4/3 x =2y —8/3

Obtener la mitad de 4/3

(4/3)12=2/3

Y elevarla al cuadrado

(2/13)%? = 4/9

Sumar 4/9 en ambos lados de la ecuacién (de la parabola)
X2 —4/3 x +4/9 =2y —8/3 + 4/9

Factorizar y simplificar

(x — 2/3)2 = 2y — 20/9
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Factorizar por 2 en el lado derecho

(x = 2/3)2 = 2 (y — 10/9)

Entonces

h =2/3

k =10/9

4p=2 - >p=2/4 =1/2
2.4.3. Elipse

Formulas de la elipse

Excentricidad

C
e== cia Die <l
a

Ecuacién reducida de la elipse
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(X =% & -¥F
a b’

Ax2+By? +Cx +Dy +E =0

Elipse con eje paralelo a OY y sin centro en el origen

b -y P X-%F
a’ b°

Es decir, para graficar una elipse necesitaremos de los siguientes elementos,
centro, eje mayor (Ay A’) y el eje menor (By B’).
El foco es el cateto adyacente de un triangulo rectangulo que se forma del centro

al foco, y del centro al eje menor. (ver figura siguiente).
.

Akt a ¥

B'(X; . Yo~ b)

[

MANUAL DEL PROFESOR Pagina 37



FUNCIONES
UNIVERSIDAD TECNOLOGICA DE NOGALES BY/AIS /N7

Ejempilo:

10

-6.67 -

Vamos a representar esta elipse de la formula general y a determinar sus

elementos.

10

-6.67 -

a\'bn“
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centro(4,2)
a®=16 .. a=4 A(4+4,2) A'(4-4,2)
b>=4 .. b=2 B(4,2+2) B'(4,2-2)

?=+16-4=+12  F@+/12,2) F@4-12,2)

Férmula general:

2 2
X X,y y+1=0
16 2 4

Ahora veamos el proceso inverso de la general a la cuadrética.

x2+2y? -2x +8y +5=0

(x? -2x+1)-1+2(y* +4y +4)-8+5=0

(x -1F +2(y + 2 - 4 (x;l)z+'i"’;2)2=1
C(1,-2)
a’ =4 a=2 A(3,-2) A(-1,-2)
b2 =2 b=.2 B(1, -2 +.f2) Bi(1,-2-.{2
c? =J4-2 c =42 F(1++2,-2) Fi(1-+2, -2

n\'ba“
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=]
k3=
=

Ejercicios convierte de la forma general a la candnica:

1- 25x%2 +9y? -18y -216 =0

25x2 +9(y? -2y +11-9-216 =0

25x% + 9y - 1? = 225 %2 + {y2—51)2 -1
C(0,1)

a? = 25 a-=5 A(0,6)  A(0,-4)

b2 -9 b-3 B(3,1)  B{(-3,1)

¢t = 25-9 c-4 F(0,5)  F(0,-3)

n\'ha“
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2-x2 +3¥? -6x+6K¥ =0

(X2 -6X+9)-9+3(y? +2y+11-3=0

(x -3%2 +3(y +17 =12 (x1‘23)2+'<"’;1)2 -1
C(3,-1)
a> =12 a=2J3 A(3+2J3,-1) A(3-243, -1)
b? =4 b=2 B(3,1) B{(3,-3)
c? =f12-4 c =22 F(3+242 -10  F(3-242, -1)

n\'hu“
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3-3x2+y?-24x+39=0

3x?-8x +16)-48+y? +39=0

3(x - 47 +y? = 9 (X_34)2+§=1
C(4,0)
a®=9 a=3 A4,3)  A(4,-3)
b? =3 b=y3 B4 +J3,0) Bi(4-3,0)
¢t =9-3 c=+6 F(4,46) Fi{4,-J6)

n\'ha“
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L

Ejercicios convierte de la forma candnica a la general y grafica

2 2
(x+1) +(y—6) 1
4 25

(-8 (y+3

1
4 9

(-3 (y-5)

=1
25 16

2.4.4. Hipérbola
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Al 8.¥) | Axota.y

F'{I.j -€, Y.:Jv/ C{IU'YC-} \'F[K':l+ c. 'yl}}

Si el centro de la hipérbola es C(xo, yo) y el eje principal es
paralelo a OX, los focos tienen de coordenadas F(xo+C, Yyo) Yy
F'(xo—c, Yo). Y la ecuacion de la hipérbola sera:

(X -%F -y
a b?

Al quitar denominadores y desarrollar las ecuaciones se obtiene, en

general, una ecuacién de la forma:
Ax2+By? +Cx +Dy +E =0
Donde A y B tienen signos opuestos.

Si el eje real estd en el eje de abscisas las coordenadas de los

focos son:

F'(-c,0) y F(c,0)

La expresion:
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Jx=cF w77 - x+cF +y7 - 2a

Realizando las operaciones y considerando que b?=c?-a?.

Ejemplos:
1.- Hallar la ecuacion de la hipérbola de foco F(4, 0), de vértice

A(2, 0) y de centro C(0, 0).

C0,0), F@& O, A(2,0)

y: _
T 15!

2.- Hallar la ecuacién y la excentricidad de la hipérbola que tiene
como focos los puntos F'(-5, 0) y F(5, 0), y 6 como diferencia de los

radios vectores.
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2&-6 a:B

cC=5 b=.25-9 b =4
x?  y? 5
_—_=]_ e=_
9 16 3

3.- Hallar las coordenadas de los vértices y de los focos, las
ecuaciones de las asintotas y la excentricidad de la hipérbola 9x? -

16y2 = 144.

9x* 16y _ 144
144 144 144

2 2
Xy
16 9
A4 0) A =(-4,0)
F =(50) F'=(-5,0)
y = Sx y =-Sx
g 1
2
e ==
4
E“.o“".&*-,%
N ¢
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4.- Hallar la ecuacion de la hipérbola de foco F(7, 2), de vértice A
(5,2) y de centro C(3, 2).

C3.2), F@.2), A(5,2)

a=50-3=2 Cc=7-3=4

b=-16-4 =23

(x-3) (v-2)° _
7 12

1

5.- Representa graficamente y determina las coordenadas del
centro, de los focos, de los vértices y la excentricidad de las

siguientes hipérbolas:
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4x* -3y* -8x-8=0

vsrsitag
",
%
i‘ % H
H @
§
K
o, o°
I

AHx?-2x+1)-4-3y?*-8=0

A x-172 -3y =12
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a® =3 a=-3

b? -4 b =2

c=-3+4 c =7

C(1,0)

A(l1++3,0) A(1-43,0)

F(1+47,0 F(1-47,0
J7 21

e ="_-=
N33

6.-
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2 y?-2x? -4x -4y =0

4

o

(V2 -4y +41-4-2(x?+2x+1)+2 =0

(¥ -2F -20x+1F =2

vsrsitag
",
%
¥ 2
H )
§
K
o, o°
O o
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FUNCIONES
UNIVERSIDAD TECNOLOGICA DE NOGALES BY/AYa=lY//AN[e7:%

(y -27

5 -(x+1F =1

C(-1,2)

A(-1,2 +2)

F(-1,2+43)

vsrsitag
",
%
i‘ % H
H @
§
K
o, o°
O o

a=\2
b=1
c =3
A(-1,2-2)
Fi(-1,2 -42)
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FUNCIONES
UNIVERSIDAD TECNOLOGICA DE NOGALES BY/AYa=lY//AN[e7:%

b =1 b=1
¢ - BT c-B
C(-1,2)
A(-1,2 ++2) A(-1,2-2)
'r'\ 1.121‘&"5:' -r 1,2 \-'5]
3 _\6
E—_—_
2 2

7.- Hallar la ecuacion de una hipérbola de eje focal 8 y distancia focal 10.
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FUNCIONES
UNIVERSIDAD TECNOLOGICA DE NOGALES RV/AYI=Y/VAg[e7:\S

Za=§8 a = <

Z2c = 10 Cc=5

b =.25-16 b=3

8.- El eje principal de una hipérbola mide 12, y la curva pasa por el punto P(8,
14). Hallar su ecuacion.

2a=12 a==6
P(8,14)
64 196
= -5 =1 b* =252
36 b?

9.- Calcular la ecuacion reducida de la hipérbola cuya distancia focal es 34 y la

distancia de un foco al vértice mas proximo es 2.
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FUNCIONES
UNIVERSIDAD TECNOLOGICA DE NOGALES BY/AYa=lY//AN[e7:%

2c = 34 c=17

a=17/-2=15 b=y17"-15 =8

2

Wi

2
225 64

10.- Determina la ecuacién reducida de una hipérbola que pasa por el punto (E,JE}V

su excentricidad es JE .
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FUNCIONES
UNIVERSIDAD TECNOLOGICA DE NOGALES BY/AYa=lY//AN[e7:%

2

<. &' +b® g
a &a

4 3
i + 2

b3 b? - 22

4
4.3 4.3
& b a 2a
az=% b* =5
2x2_£=1
5 5

11.- Determina la ecuacion reducida de una hipérbola sabiendo que un foco dista de

los vértices de la hipérbola 50 y 2.
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FUNCIONES
UNIVERSIDAD TECNOLOGICA DE NOGALES BY/AYa=lY//AN[e7:%

Z2a=50-2 =48 a=24

C=24+2=206 b = J26% -24% =10

F'd £

X Y

576 100

12.- El eje principal de una hipérbola mide 12 y la excentricidad es 4/3. Calcular la

ecuacion de la hipérbola.

Z2a =12 a==6

| O

Fa Z
Xy
6 28

L

n\'hu“
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FUNCIONES
UNIVERSIDAD TECNOLOGICA DE NOGALES BY/AYa=lY//AN[e7:%

13.- Calcular la ecuaciéon de una hipérbola equiladtera sabiendo que su distancia focal es

8-2 -
2¢ = 842 C = 4.2
a=b [4ﬁ)a=az+a’
at =16 b? =16
%—%=1 x2 -y =16

14.- El eje no focal de una hipérbola mide 8 y las ecuaciones de las asintotas son:

2 . Calcular la ecuacion de la hipérbola, sus ejes, focos y vértices.
V- rt—x
]
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FUNCIONES
UNIVERSIDAD TECNOLOGICA DE NOGALES BY/AYa=lY//AN[e7:%

2b =8 b =4
z2_4 a==6
3 a
C=-36+16 c =213
2 Z
LS
36 16
A(6,0 A(-6,0)
F(2/13,0) F{-2J13,0)
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